Dogrusal Denklem 
Sistemleri 




Amaglar 

Bu iiniteyi gahstiktan soiirci; 
<JJj> iki bill ilerinin grafik gozumlerini 

yapabilecek, 
<Jg> n-bilinmeyenli dogrusal denklem sislemlerinin cdzi'im yunlemlerini 

ogrenecek, 
<3J> Ekonomide arz ve talep arasmdci, :ik ifade edil- 

mesine bir ornek olarak, dogrusal arz-talep fonksiyonlanni inceleyecek, 
•eneceksiniz. 



Dogrusal Denklem Sistemleri 

tgindekiler 

• iki Bilinmeyenli Do em Sistemleri 

• n> 3 igin n - Bilim 

• Bilinmeyen Sayisi n, Denklem Sayisnu m ■ 

• Arz-Talep Fonksiyonlan ve Denge Miktarlan tgin Dogrusal Bir Model 

• Unite iginde gegen size yeni olan kavramlar uzerinde du§unmelisiniz, 
drnekleri dikkatlice incelemelisiniz. 

• Verilenlerin ve bulunmasi istenilenlerin neler oldugunu oncelikle belir- 
lemelisiniz. 

• Size birakilan ahstirmalan kagi ve kalem kullanarak cozmelisiniz. 

Giris 

Bir gicla pazan, fiyatlart 1,5 milyon Tl/kg ve 2 milyon TL/kg olan iki ge§it gayi ka- 
nstirmak suretiyle 100 kg karma gay b, tiyati 1,8 mil- 

yon TL/kg olc misse, 100 kg karma gay igindeki ucuz ve pahah gay 

an ne olur? 

ilerin goziimleriyle ugra§mi§ 
olmahsiniz. Bu tiirdei i gozmek igin, adina ?nli denklem- 

ler dedigimiz denklemlerden yararlandiniz : Qesitli havuz problemlerinin, faiz 
problemlerinin uygun bigimde olu§turulan denklemler yardimiyla kolayca gozii- 
lebildigini animsiyor olmahsiniz. §imdi ise, daha gok bilinmeyen ve daha gok 
denklemden olusan sistemlerin gozumleri uzerinde duracagiz. Adina dogrusal 
denklem sistemi diyecegimiz bn tur denklem sistemlerinin gozumlerinin varhgi ve 
tekligi konulanni arastiracagiz. 

Matematikti. tar istatistik, fizik, biyoloji, muhendislik, ekonomi gibi 

alanlar igin de bir gok problem bir dot denklem sis- 

temi bigiminde ifade edilir ve goziimu aranir. Bazen iklem sistemi 

olarak ifade edilemeyen probh /mine donugtiiriilerek 

yaklasik gozumler bu em sistemleri 

dogrusal cebirin onemli bir konusunu olusturur. 

Bu ilnitede, genel d< 'em sistemlerinin ifade edilisi, homojen ve ho- 

mojen olmayan sistemlerin gozumlerinin varhgi ve tekli; I mast, yok et- 

me yontemiyle gozumiin bulunmasi konulan uzerinde duracagiz. Daha sonra, 
matrisler konusunun islendigi unite iginde de matrisyoi egrusal denk- 

lem sistemlerinin gozui lain i i \ < ,i ele alacagiz. 



JKJ BJLJNMEYENLi DOGRUSAL DENKLEM SJSTEMLERi 



■225B tki bilinmeyenli bir dogrusal denklem sisteminin grafik ve analitik 
| qoziimuniin bulunmasidir. 



a, b gercel sayilar, a =£■ ve x bir bilinmeyen olmak iizere ax + b = biciminde 
bir esMige bir bilinmeyenli bir dogrusal Cineer) denklem denildigini biliyoruz. 
Boyle bir denklemi saglayan tek bir sayi vardir; bu sayi x= - — dir. Bu sayiya 
ax + b = dogrusal denkleminin cozumu denir. Ornegin, 3x +2 = dogrusal 
denklemin cozumu x = — dur. 

a, b, c gercel sayilar ve a * , b * olmak iizere, x, y bilinmeyenleri icin 
ax + by + c = bicimindeki bir e§itlige iki bilinmeyenli bir dogrusal denklem de- 
nir. Boyle bir denklemin koordinat diizlemde bir dogruyu temsil ettigini biliyoruz. 
Dolayisiyla bu dogru iizerindeki herhangi bir noktayi temsil eden O , y) sirali iki- 
lisi ax + by + c = denklemini saglar, yani denklemin bir cozumudiir. Bu neden- 
le boyle bir denklemin sonsuz coklukta cozumu vardir. y bilinmeyenini x e bag- 
h olarak cozersek, y= - —(ax+ c) bulunur. x in alacagi her farkli degere kar§i- 
lik y nin farkli bir degeri bulunur. O halde (x , y) coziimlerinin her birisi dogru 
iizerinde bir noktayi gosterir (§ekil 11.1). Sozgeligi, 2x - 3y + 1 = dogrusal 
denkleminin (0 , 1/3), (1 , 1), (2, 5/3) cozumleri 2x - 3y + 1 = dogrusu iize- 
rinde birer noktanm koordinatlan- 
clir. 

§imdi iki bilinmeyenli iki dog- 
rusal denklemin birlikte verildikle- 
ri durumu ele alalim. Bu denklem- 
ler, genel halde 

fljX + b Y y + q = 



h b 2 y + 
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olsunlar. Bu denklemlere iki bilin- 
meyenli iki denklemden olu§an bir 
dogrusal denklem sistemi denir. 
Denklemleri birlikte saglayan bir O , y ~) ikilisi sistemin bir coztimtidiir. Boyle bir 
dogrusal den lin cozumunii aramak, geometrik olarak, diizlemde bu 

denklemlerin temsil ettigi dogrulann kesim noktasmi aramak demektir. Dogrula- 
nn paralel olmasi durumunda hicbir ortak coziim olmayacaktir [§ekil 11.2 (a)]; ca- 
kigik olmalan durumunda sonsuz coziim [§ekil 11.2 (b)], kesigiyor olmalan duru- 
munda ise tek coziim olacaktir [§ekil 11.2 (c)]. 



tl Bilinmeyenli Dogrusal Denklem Sisten 




LiLMAJ 



2x + 3y = 10 
- 8x + y = 25 
dogrusal denklem sistemini gdziiniiz. 



Bu denklem sistemindeki denklemlerden her biri bir dogru denklemidir. 

2x + 3y = 10 dogrusunun egimi — ve - 8x + y = 25 dogrusunun egimi 8 

oldugundan bu dogrular kesi§irier. Dolayisiyla verilen denklem sisteminin tek bir 
coziimu vardir. §imdi bu coziimli yok etme yontemiyle bulalim. Bu yonteme go- 
re, once her iki denklemde bilinmeyenlerden birinin katsayilanni e§itleyerek, bi- 
linmeyenlerden birini yok edip ikincisini hesaplayahm. Bunun icin birinci denk- 
lemi 4 ile carpip ikincisi tizerinde toplayalim; 
4 /2x + 3y =108 x + Yly = 40 

-8x + y = 25 -8x + y = 25 



bulunur. y = 5 deger 




13.y = 65 -¥y- 
i birinci denklemde yerine yazalim: 

2x+ 3(5) = 10 
2x= 10 - 
2x= -5 






olur. Boylece sistemin tek coziimii 

x= - — , y= 5 olarak bulunmus 

2 - y 
olur. Dogrularin kesim noktasi 

U,5) dir. 



3x - ly = 7 
-21x + 14> = -49 
denklem sistemini goziinuz. 



Bu denklem sisteminin denklemlerinin temsil ettigi dogrularm egimleri egittir; 
m = 3/2 dir. Dolayisiyle bu dogrular ya caki§iktir ya da birbirlerine paraleldir. 

y - eksenini kesim noktalan da ayni, - — oldugundan bu dogrular caki§iktir. O 

halde bu dogru iizerindeki her bir nokta sistemin bir cozumudiir; yani verilen sis- 

temin sonsuz coklukta coziimii vardir. §imdi cebirsel olarak bu sonucu dogrula- 
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Bu sonuc sistemin iki denkleminin e§deger oldugunu gosierir. Bu nedenle bu 
denklemlerden birisi, diyelim ki 3x - 2y = 7 denklemi, almarak coziim yapihr. 

ix - 2y = 7 denkleminin x e bagimli cozumli, 

y-\(5x-7) 



olur. x degigkeninin alacagi her bir 
degere kargilik y nin bir degeri bu- 
lunur. Bu nedenle verilen sistemin 
sonsuz coklukta coziimii vardir. 
Bazi ozel coziimleri yazabiliriz: 



gfHT»i 



-4x + 3y = 9 
12x - 9y = 15 
denklem sistemini goziinuz. 



. Denklemlerin hei 



Once geometrik olarak goi 

birinin gosterdigi dogrunun egimi 

y-ekseninin kesim noktasi 3, ikim 

dogrulardir. Bu nedenle de ortak bir noktalan yoktur. O halde verilen sistemin bi 

coziimii yoktur. §imdi bu sonucu cebirsel olarak dogrulayalim. 



olup olmadigim gon 
Fakat bu c 
oldugundan bunlar farkli paralel 



— dir. Fakat bu dogrulardan birincisinin 
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BDT 



Bir gida pazan, fiyatlari 1,5 milyon TL/kg ve 2 milyon TL/kg olan iki tiir 
gaydan 100 kg karma gay hazirlami§tir. Karma gaymfiyati 1,8 milyon 
TL/kg olduguna gore, her bir gaydan ne miktar kan§tirilmi§tir? 
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D -2x 1 - 2x 2 = -200 
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11L1UJ 



A§agida verilen dogrusal denk rinin cozumlerini once geomet 

olarak (grafik yoluyla), sonra da cebirsel olarak ara§tinmz. 

a) 2x + y = -1 b) 3x - y = 2 c) 2x + y = 3 

-2x + _y = 1 -18x + 6j = -12 4x + 2y = 1 



d) 



e) -2x + 






i (n>3) 



Asagida verilen dogrusal denklem sistemlerinin her birinin coztimtinun var 
olup olmadigini, varsa cozumun tek mi sonsuz coklukta mi oldugunu belirle- 
yiniz ve coziimii bulunuz. 

a) x - y = b) -2x + Ay =36 c) 2x - y = 4 

2x + 2y = x - 2y = 20 x + 2y = 7 



d) 2x =.y- 

-6x + 3y = 9 



e) -x + 5y = 

2x - 6y = 8 



3x 



2y=5 
3.y = 4 



n-BJLJNMEYENLi DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERJ 
(n>3) 

■JL^JJ fo& bilinmeyenli gok denklemden olusan dogrusal denklem siste- 
T tninin qoziimlerinin Gauss yok etme ydntemiyle bulunmasi. 

Once iki bilinmeyenli iki denklemden olu§an bir dogrusal denklem sisteminin co- 
zumunun ara§tinlmasmda izlenen yok etme yontemini, 3-bilinmeyenli tic denk- 
lemden olusan bir dogrusal denklem sisteminin cozumunun arastinlmasina yone- 
lik olarak genelle§tirelim. Sonra da w-bilinmeyenli m sayida dogrusal denklem- 
den olusan sistemlerin cozumlerinin bulunmasi konusu iizerinde duralim. 
Bilinmeyen sayisi ve denklem sayisi iic olarak alinirsa, 

a x x + b L y + c { z + cl Y = 
a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 = 
a^x + b^y + c^z + c/ 3 = 

biciminde tic bilinmeyenli tic denklemden olus,an bir dogrusal denklem sistemi 
elde edilir. Her iic denklemi birlikte saglayan bir (x , y , z ) sirali uclusiine siste- 
min bir <:6zumu denir. Geometrik olarak, bu denklemlerin her biri koordinat uza- 
yi icinde bir dtizlemi temsil eder. Dolayisiyla sistemin ortak coziimii olmayabilir 
(tic diizlemden en az ikisinin birbirlerine paralel olmasi veya farkli dogrular bo- 
yunca kesismeleri durumu [§ekil 11.6 (a), (b) ve (c)]), sonsuz coklukta coztim ola- 
bilir (tic dtizlemin bir dogru boyunca kesismeleri veya caki§ik olmalan durumu, 
[§ekil 11.7(a)]) ya da tek bir coztim olabilir (tic dtizlemin tek ortak noktalan olma- 
si durumu, [§ekil 11.7(b)]). 




EEHB 




§imdi farkli durumlar icin birer ornek verelim. 



7x - 3y + 5z = 28 

-x - 3y + z= 12 

5x+ 3y+ z=0 

dogrusal denklem sisteminin qoziimunii bulunuz. 



Uciincu denklemi -3 ile carpip birinci denklemle ve -1 ile farpip ikinci denklem- 
le toplarsak, birinci ve ikinci denklemden z bilinmeyeni yok olur. Boylece verilen 
sistem, 



-8x - 12y = 28 
-6x - Gy = 12 
5x + 3y+z=0 

dogrusal denklem sistemine donuslir. Bu 
birinci denklem iizerinde toplayalim; 



ikinci denklemini -2 ile carpip 



5x 



-by 

^3y + 



• 



sistemi elde edilir. Bu sistemin birinci denkleminden x = 1 bulunur. ikinci denk- 
lemde x = 1 yazilinca y = -3 olur. Uciincii denklemde x = 1 , y = -3 yazilinca 
5(1) + 3 (-3) + z = veya z = 4 elde edilir. Boylece son sistemin tek cozumii 
x=l,_v=-3,2r=4 olur. Bu cozum ayni zamanda verilen denklem sisteminin de 
tek cozumudur. Bunu dogrulamak icin bulunan bu degerleri verilen sistemde ye- 
rine yazalim, 



7(1) - 3(-3) + 3(4) = 28 

- (1) - 3(-3) + 4 =12 veya 

5(1) + 3(-3) + 4 =0 

arak istenilen dogrulanmis. olur. 



28 = 28 
12 = 12 



Xj + 2x 2 - x 3 = 4 
2xj + 3x 2 - x 3 = 1 
3xj - x 2 + 4x 3 = -37 
dogrusal denklem sisteminin gozumunii bulunuz. 



ffTTTTWl 



Kolayhk ve kisalik icin verilen sistemin birinci denklemini R 1; ikinci denklemini 
i? 2 , uguncii denklemini i? 3 ile gosterelim. k sifirdan farkli bir sayi olmak iizere, 
kR { + Rj (i , j = 1 , 2 , 3 ve z'^7) simgesiyle z'-yinci denklemin iki tarafmm 
& ile carpilip j L yinci denklem iizerinde toplanmasim, kR i ile de z'-yinci denklemin 
k ile carpilmasim gosterelim. §imdi bu gosterimleri kullanarak verilen sistemin co- 
zumiinu arastiralim. 



-7x 2 + 7x 3 = -49 



Elde edilen son denklem sistemi iic bilinmeyenli iki denklemden olu§an bir sis- 
temdir. Bu sistemde x 3 ii bagimsiz degisken olarak diisiiniip x 1 ve x 2 bilinmeyen- 
lerini X3 e bagli olarak cozebiliriz. X3 = t diyelim. R' 2 den x 2 = x^ + 7 = t+7 
ve R 1 den x 1 = -2x 2 + x 3 + 4 = -2 (t + 7) + t + 4 = - t - 10 olur. Boylece siste- 
min coziimu, ? parametresine bagli olarak 
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olur. Her ? gercel sayisi icin C-f-10, /"+ 7, O sirali ucliisii verilen sistemin bir co- 
zumii olur. Bu nedenle verilen sistemin sonsuz coklukta coziimii vardir. Bu sonu- 
cu geometrik olarak §6yle yorumlayabiliriz: Verilen denklem sisteminin denklem- 
lerinin temsil ettigi diizlemler, parametrik denklemleri yukandaki §ekilde olan 
dogru boyunca kesi§irler. 



x \ + 3x 2 - 6x3 = -4 
-2x 1 + x 2 + 4x 3 = 
-2xj - 6x 2 + 12x3 = 5 
dogrusal denklem sistemini qoziiniiz. 
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Bilinmeyen Sayisi n, Denklem Sayisi m Olan Sistemler 

§imdi genel bir dogrusal denklem sistemi tammlayalim ve 2 veya 3 bilinmeyenli 
sistemlerin coztimleri icin verilen yontemi genellestirelim. 

Genel olarak, x x , x 2 , ... , x n ler bilinmeyenler a^ ve b t ler gercel sayilar 
olmak iizere, 



a m\ x \ + a ml x 2 + ■•■ + a mn x n ~ ^m 

biciminde olan bir denklem sistemine, n bilinmeyenli m denklemden olusan 
bir dogrusal denklem sistemi denir. Eger b t lerin hepsi sifir ise sisteme homo- 
jen, en az bir b i * ise sisteme homojen olmayan dogrusal denklem sis- 
temi denir. n bilinmeyenli bir dogru dn bir coziimii her bir 

denklemi saglayan bir (k x , k 2 , ... , k„) w-siralisidir. Be isal denklem 

sisteminin tek fdztimii olabilir, sonsuz foklukta cozlimu olabilir ya da hic- 
bir cozumii olmayabilir. Eger sistem homojen, yani b-y = b 2 = ... = b n = ise 
(0 , , . . . , 0) w-siralisi bir cozumdiir. Bu tiir coziime homojen sistemin sifir co- 
zumii (asikar cozumii) denir. O halde, homojen bir sistemin daima bir cozlimii 
(en az sifir cozumii) vardir. Homojen olmayan bir sistemin coziimuniin varligi, 
tekligi konusu sistemin bilinmeyen sayisi, denklem sayisi, a t j katsayilan ve b t sa- 
bitleri ile ili§kilendirilerek kisaca irdelenecektir. Bunun icin once basamak bici- 
minde dogrusal denklem sistemi tammina cle 

Bir dogrusal denklem sistemi, genel olarak, dikdortgen bicimindedir. Eger bi- 
linmeyen sayisi denklem sayisina esit ise sisteme kare sistem denir. Denklem sis- 
teminin ilk denkleminden ve ilk bilinmeyenden baglayarak, asagiya dogru bilin- 
meyen sayisi giderek azahyorsa bu tiir bir sisteme basamak bicimindedir denir. 
Ornegin; 

3xj -5x 2 - 10x 3 + x 4 = -35 x x + 5x 2 + x 5 - x 4 = 

x 2 + 7x 3 =5 -x 2 + x 3 + 5x 4 = 

x 3 + x 4 = 3x 3 - x 4 = 
5x 4 = 3 

denklem sistemlerinden ilki basamak biciminde homojen olmayan dogrusal denk- 
lem sistemi, ikincisi basamak biciminde homojen olan bir dogrusal denklem sis- 
temidir. Basamak bicimindeki bir sistemin avantaji, sistemin coziimuniin var olup 
olmadiginin daha kolay belirlenmesi, coziim varsa coztimiin kolayca bulunabil- 
mesinden gelmektedir. Ornegin, yukanda verilen homojen olmayan basamak bici- 
mindeki sistemin son denkleminden x 4 = — , iiciincii denkleminden x 3 = - — , 

46 _ 22 ^ 

ikinci denkleminden X2 = — - , birinci denkleminden X\ - — olarak sistemin 

coziimii kolayca bulunabilir. Eger verilen dogrusal denklem sistemi basamak bi- 
ciminde degilse, sistem asagida tammlanan iic tiir temel satir iglemleriyle coziimii 

nlmeden basamak bicimine doniistiin 
Temel satir islemleri; 

I. sistemin herhangi iki denklemin sirasmm degistirilmesi, 

II. sistemin bir denklemin her iki yaninin sifir olmayan bir sayi ile car- 
pilmasi, 

III. sistemin bir denkleminin sifir olmayan bir katinin bir baska denkle- 
me eklenmesi. 



Bir dogrusal denklem sistemine sonlu sayida temel satir i§lemi uygulamrsa, so- 
nucta elde edilen yeni dogrusal denklem sistemine basjangictaki sisteme esdeger 
denklem sistemi denir. Esdeger denklem sistemlerinin coziimleri varsa, aymdir. 
Bu nedenle verilen bir dogrusal denk lmak icin sis- 

tem temel satir i§lemleriyle h. linde e§deger bir sisteme donii§tiiriile- 

bilir ve coziim aranir. Bu bicimde cozum aramaya Gauss yok etme yontemi 

Homojen olmayan bir dogrusal denklem sistemi basamak bicimine doniistii- 
riildiigiinde, eger denklemlerden birinin birinci tarafi sifir iken ikinci taraf sifirdan 
farkli bir sayi ise, verilen sistemin coziimii yoktur. Bu durumda sistem tutarsiz- 
dir denir. Eger sistem tutarsiz degil ve bilinmeyen sayisi denklem sayisma e§it ise, 
sistemin tek bir cozumii vardir (Bu cozum yukandaki ornekte oldugu gibi kolay- 
ca bulunur). 

Denklem sayisi m, bilinmeyen sayisi n den daha az oldugu durumda (n-ni) 
tane bilinmeyen bilinen kabul edilerek, sistemin coziimii aranir. Bu durumda sis- 
temin sonsuz coklukta cozumii vardir. Eger dogrusal denklem sistemi homojen 
ise, daima sifir cozumii oldugu aciktir; yani homojen bir sistemin coziimsuzlugii 
(tutarsizligi) soz konusu degildir. Boyle bir sistemin ya tek ya da sonsuz cokluk- 
ta coziimii vardir. Sistem basamak bicime doni de denklem sayisi bi- 
linmeyen sayisina esit ise tek cozum sifir coziimdiir; denklem sayisi bilinmeyen 
sayisindan az ise homojen sistemin sonsuz coklukta coziimii vardir, (n-ni) tane 
bilinmeyen bilinen kabul edilerek coziim yapilir 

Ozetlersek; m tane denklemden ve n tane bilinmeyenden olusan homo- 
jen olmayan bir dogrusal denklem sistemi icin m < n ise, sistemin hicbir cozii- 
mii olmayabilir ya da sonsuz coklukta coziimii olabilir. Eger m> n ise, hicbir co- 
ziim olmayabilir, tek coziim olabilir ya da sonsuz coklukta coziim olabilir. Homo- 
jen sistemlerde ise, ya sifir coziim ya da sonsuz coklukta coziim vardir. 

§imdi bu farkli durumlar icin omekler verelim: 



dogrusal denklem sisteminin goziimunu bulunuz. 



Dort bilinmeyenli dort denklemden olusan homojen olmayan bir dogrusal denk- 
lem sistemi. Bu sistemi satir isjemleriyle basamak bicime donu§tiirelim. Bunun 
icin ilk denklemde birinci bilinmeyen x l in katsayisi 1 olacak sekilde bir i§lem ya- 
pabiliriz. Fakat ilk denklemin tiim terimlerini 3 e bolmek uygun olmaz, ciinkii ke- 
sirli sayilarla i§lem yapmak durumunda kalinz. Bu nedenle ilk i§lem olarak birin- 
ci satir ile ikinci satinn yerlerini degi.stirelim: 

x x - x 3 + 2x 4 - -3 

3xj + 2x 2 + 2x 3 + x 4 = -1 

x i + 2x 2 + *3 + *4 = 2 

-xy - 4x 2 - x 4 = 5 

Bu sistemin birinci satinni, sirasiyla -3 ile carpip ikinci satir iizerinde, -i ile carpip 
iiciincii satir iizerinde, 1 ile carpip dordiincii satir iizerinde toplayalim: 



2x 2 


+ 5x 3 


^x 4 


= 8 




2x 2 


+ 2x 3 


x 4 


= 5 








x 4 






Ax 2 


x 3 4 

















§imdi de ikinci satin, sirasiyla, -1 ile carpip iiciincii s 
satir iizerinde toplayahm: 



r ve 2 ile carpip dordiincii 



- x 3 + 2x 4 = -3 
+■ 5x 3 - 5x 4 = 8 
-3x 3 +4x 4 = -3 



y^ 3 
































Uciincii satinn iic katini dordiin 


satir lizerinde toplayahm: 
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x 1 - x 3 ■+ 
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Bu sistem basamak biciminde bir dogrusal denklem sistemidir. Dordiincii denk- 
lemden x 4 = 3 bulunur. Bu deger iiciincii denklemde yerine yazilinca 



-3x 3 + 4.3 - 






-3x 3 



-3 - 12 , 



A 3 



olur. x 3 ve x 4 iin bulunan degerleri ikinci denklemde yerlerine yazilinca x 2 = -1 
ve birinci denklemde yazilinca x x = -4 bulunur. O halde, verilen denklem sistemi- 
nin tek coziimii var ve bu coziim x l = -A , x 2 = -1 , x 3 = 5 , x 4 = 3 ; yani 
(-4,-1,5,3) sirali dortliisudur. 



mm 



x + y - z = 

-2x + 5y+7z=9 

3x + y + 2" = -8 

x + 2y - 3z = 4 

dogrusal denklem sisteminin gozumun 



Verilen sistemde iic bilinmeyen dort tane denklem var. Bu denklemlerden her- 
hangi iiciinii alip, iic bilinmeyenli iic denklemden olu§an sistemin coziimiinii 
arastinnz. Eger coziim varsa ve bu coziim di§anda kalan denklemi de sagliyorsa, 
verilen sistemin coziimii olur; saglamiyorsa, sistem tutarsizdir. ilk iic denklemden 
olugan sisl tiralim. 



x + y - z = 
-2x + 5y + lz = 9 
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-> 


*2 = 




^1 
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7- = 








v y - 2- = 
7y + 52r = 9 

-2)/ + 42T = -J 



7y + 5z = 9 
-j + 2z = -4 



7i?" 3 + R' 2 

Uciincu denklemden z = -1, ikinci denklemden y = 
bulunur. §imdi bu coziimun verilen sistemin dordt 
lamadigma bakalim: 



+ y - 


z = 






ikinci denklem ile iicun- 
cii denklemin yerlerini 
degistirdik. 


- V + 








ly + 


5z = 


9 


























ikinci denklemi 7 ile 
carpip uciincii denklem 
uzerinde topladik. 


+ v - 




U 






- y + 


2z = 


-4 




19z = 


-10 















2, birinci denklemden x = 
ncii denklemini sag 



X + 

-3 + 


2y- 32 
2.2 -3C-D 




= 4 
= 4 
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ve sistemin cozumii (-3, 2, -1) si- 





















































































x x + 2x 2 + x 4 = -3 

* 2 + 3^4 = 4 
denklem sisteminin gdztimu 



Sistemi basamak bicimine dom 
denklem uzerinde toplayalrm. 



: Birinci denklei 



■'»»'»«■■■ 



ile carpip ikinci 



Bu sistemin ucuncii denklemini -1 ile carpip uciincu denklem uzerinde topla- 

x x + x 2 + x 3 = -1 

x ? - x, + Xa = -2 
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c 3 = 6- 


2t, 


x 2 = x i - 2 - t = 6 - 2t - 2 - t = A - 3t 
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= -11 + 5 
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olur. t gercel sayisinm alacagi her deger icin sistemin bir ozel coziimu bulunur. 
Bu nedenle verilen sistemin sonsuz coklukta coziimii vardir. Sistemin parametrik 
coziimu (-11 + 5t, 4 - it, 6 - 2t, t) sirali dortlusiidur. iki ozel coziimu 

t = if in 
t-\ if in 

olarak ver 







= 6 , 















Xj = -6 , x 2 = 1 , 


^ 






x 4 = 
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x+ y-z=-\ 
3x - y + 2- = 5 
2x + 2_y - 22- =3 
denklem sistemini qoziinuz. 



Sistemi basamak bicimine doniigtiirelim: Birinci denklemi -3 i 
denklem, -2 ile carpip iiciincij denklem iizerinde toplayalim. 



x+ y- z 


= -1 










= 8 











= 5 









basamak bicimine doniisur. Bu sistemin iiciincii denkleminde goriilen = 5 
egitligi olamayacagina gore, verilen sistemin denklemleri tutarsizdir; bir baska de- 
yigle, sistemin coziimii yoktur. 



■Uliti 



R-y : x-y - 2x 2 + 3x 3 - 2x 4 = 

R 2 : 3Xy -1X2 - X 4 = 

R 3 : 4xy - lx 2 + 9x 5 + 2x 4 = 

R 4 : Xy + 2x 3 - 3X4 = 

homojen sistemin cozumiinu bulunuz. 
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1 bu basamak bicimi dort bilinmeyen ve dort denklemden olusaigundan 
verilen sistemin tek c oziimu sifir cozumdiir. 



UHUI 



+ ly + 82 = 
- 3y - lz = 
homojen dogrusal denklem sisteminin goziimiinu bulunuz. 
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olur. §imdi bu homojen sistemin bilinmeyen sayisi 3 denklem sayisi 2 oldugun- 
dan bir bilinmeyeni, diyelim ki 2 yi, bilinen kabul ederek cozum aranir. 2 = t 
icin sistemin parametrik cozumu, 



z= t , y=-5z= -3t 

olur. Verilen sistemin t ye bagli 
icin iki ozel cozumunii yazali 

t = 5 icin 
olur. 



■ y + 



-3/ ■ 



z coklukta cozumu vardir. 







= 2 

























UHQEO 



laki dogrusal denklem sistemlerinin varsa, coziim kiimelerini bulunuz. 
l. 3x i - 5x 2 = -30 2. ^ + x 2 + x 3 = 

Xj + x 2 = -2 5x, - x 2 + 4x 3 = 16 

lOxj + 3^ 2 - J% = -1 



5x + 7y - IO2 = 20 
lOx + 12y - 212 = -5 
-15x - 21y + 322 = -50 






2x, 



x 2 - 



= 12 



5X[ - 4x 2 + 6x3 = 24 
3x t - 3x 2 + x 3 = 54 



- x 3 = 6 

h 5x, = -2 



-i igin Dogrusal Bir Moc 



x 2 + 3x 3 - x 4 = x 1 + 7x 2 + 4x 5 - 

Xj - x 2 + x 3 =0 Xj + 3x 2 + 3x 3 = 

9- 100 kigilil bayanlann sayisi baylann sayisinin yansindan 1 

fazladir. Bu gruptaki bayan ve baylann sayisi nedir? 

10. 50 milyar parasi olan bir yatinmci parasinin tamanini yilhk getirisi %25, %30 
ve %35 olan iic tiir yatinm aracinda degerlendiriyor. Yil sonunda %25 ve %30 
ile yatan miktarlarm toplam getirisi 8,4 milyar, %35 ile yatan miktarm ana pa- 
ra ile birlikte doniisu 27 milyar ise, her bir yatinm aracina yatan miktar nedir? 



ARZ - TALEP FONKSIYONLARI VE DENGE 
MiKTARLARI iCJN DOGRUSAL BJR MODEL 

Bo5 Ekonomide arz ve talep arasindaki iliskinin bir dogrusal denklem 
"^ sistemiyle ifade edebilecegini gormek ve bu iliskiyi matematiksel 
' olarak irdelemektir. 

Bir ticari malm piyasasmda malm fiyati, malm piyasadaki talebi ve piyasaya arzi 
arasmda karma§ik bir iliski vardir. Bu iliskiyi ceskli matematiksel modellerle yak- 
lagik ifade etmek miimkundur. Malin fiyatim bagimsiz degis,ken olarak kabul 
edersek, arz ve talep miktarlanm fiyatin fonksiyonlan olarak ifade edebiliriz. Bu 
fonksiyonlara arz-talep fonksiyonlan denir. Arz-talep fonksiyonlan dogrusal olabi- 
lecegi gibi, ikinci dereceden veya daha yliksek dereceden polinom tlirlinde fonk- 
siyonlar da olabilir. Biz burada bir malin pazan icin basit bir matematiksel model 
olusUirmak istiyoruz. Bunun icin de arz-talep fonksiyonlanm bagimsiz degisken 
fiyatin dogrusal fonksiyonlan olarak kabul edecegiz. Modelimizde arz ve talep 
miktarlannin e§it oldugu andaki fiyata denge fiyati, denge fiyatina karsriik gelen 
arz-talep miktanna da denge miktarlari diyecegiz; ya da kisaca, denge fiyati- 
denge miktar izin denge noktasi (denge durumu) admi ve- 

recegiz. Boylece arz fonksiyonu, talep fonksiyonu ve denge durum arasindaki ili§- 
kiyi bir dogrusal denklem sistemiyle ifade edebilecegiz. 

§imdi boyle bir matematiksel modeli aynntilara girerek olugturalim. 

Bir ticari malin (uriiniin) bir zaman araligi icinde pazara sunum (arz) miktari- 
ni q s , pazann talep miktanni q d ve fiyatim p ile gosterelim. §imdi arz-talep ve fi- 
yat arasinda basit dengeli bir matematiksel model olusmrmak istiyoruz. Modelimi- 
zin basitligi icin p yi bagimsiz degisken, q s ve q d yi de p nin dogrusal fonksiyon- 
lan olarak dusunelim. Fiyat arttikca sunum artacagmdan ve talep de azalacagin- 
dan, q s yi p nin artan bir fonksiyonu, q d yi de p nin azalan bir fonksiyonu ola- 
rak diisiinebiliriz. Boylece a 1: a 2 , b x , b 2 pozitif katsayilar olmak iizere, q s ve q d 
fonksiyonlan 

q s = -a x + btp 
1d = a 2 ~ hP 

biciminde yazilabilir. Modelimizin dengeli olmasi icin bu sisteme bir de denge ko- 
sulu eklemeliyiz. Bu denge kosulu p nin belli bir degeri icin talebin arza e§it ol- 
masi, yani q d = q s durumunda ortaya cikar. Boylece modelimizin mal 
sel ifadesi, a Y , b Y , a 2 , b 2 > olmak iizere, 



Is - "«1 
Id = & 



&2P 



biciminde iic bilinmeyenli tic denklemden olus.an bir dogrusal denklem sistemi 
olur. §imdi bu sistemin bir coziimunu analitik olarak aramaya giri§meden once, 
geometrik olarak gormeye caligalim. Bu nedenle, arz-talep analizinde oldugu gi- 
bi; yatay ekseni p, diisey ekseni q s , q d olan bir dik koordinat sisteminde arz 
fonksiyonu q s nin ve talep fonksiyonu q d nin grafiklerini cizelim: 

Arz fonksiyonu q s artan oldugundan egimi pozitif b x sayisidir ve diisey 
ekseni kesim noktasi -a^ dir. Ancak fiyatin belirli bir p 1 (p x = cty / by) degerin- 
den sonra sunum soz konusu olacagmdan, q s nin grafi 

olacaktir [§ekil 11.8(a)]. Talep fonsiyonu q d azalan oldugundan egimi negatif -b 2 
sayisidir ve diisey ekseni kesim noktasi a 2 dir [(§ekil 11.8(b)]. Sistemin denge 
kosulu icin q s = q d = q yazip, arz-talep fonksiyonlarmm grafiklerini, diisey 
ekseni q olan ayni koordinat sisteminde cizersek, q s ve q d nin grafiklerinin 
kesim noktasi denge fiyati p 'a karsilik gelen q icin (p Q , q ) denge noktasi olur 
[§ekil 11.9J. 
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fiyati ifin urunlin arz miktan talep miktanna esjttir. 



§imdi (1) denklem sisteminin cozumiinu analitik olarak bulahm. Denge kosu- 
lu q s = q d oldugundan, q s = q d = q dersek, (1) sistemi 

q = - «! + b x p (2) 

q= a 2 - b 2 p 

dogrusal denklem sis* giir. Iki bilinmeyenli iki denklemden olu§an bu 

i c oziimii icin q yu yok edersek, 



-b lP = 



- b 2 p 



(6, + b 2 )p = flj + a 2 
olur. b-y + b 2 ^ oldugundan p ye gore coziim, denge fiyati p yi v 



olur. p nin bu degeri (2) 



L1LMA1 



birinci denkleminde yerine yazilmca, denge 

a\b\ - ci\b 2 + b\ci\ + foi«2 

b\ + &2 fol + &2 

atb\ - a\bz 
bi + bz 

bulunur. b Y + b 2 > oldugundan denge miktan <-/ nun pozitif olmasi icin 
fl 2 ^i -fli^ > olmalidir. Dolayisiyla, (1) sisteminin ekonomik olarak anlamli ola- 
bilmesi icin, sistemin a 2 b x - a x b 2 > kosulunu saglamasi gerekir. 

Bu ornekteki (1) denklem sistemiyle verilen pazar modeline dogrusal model 
adi verilir. 

§imdi konuya iliskin bazi ornekler verelim: 

Arz-talep fonksiyonlari a§agidaki denklem sistemleriyle verilen pazar 
modellerinin denge noktasi (p , q) yu bulunuz. 

a) q s = -3 + lp b) q s - 15p + 125 = 

q d = 15 - 2p q d + 3p - 37 = 



Her bir pazar modeli icin q s = q d oldugunda denge soz konusu olacaktir. Bu ne- 
denle verilen her bir sistem icin q s = q d = q yazip, denge fiyati p ve denge mik- 
tan q yu bulahm: 
a ) Is = la ' = # yazmca 



-3 + 7p = 9 
15 - 2p = q 

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden q yok edilirse, 

-18 + 9p = 

ve boylece p = 2 bulunur. p nin bu degeri q = -3 + lp denkleminde yerine 
yazilmca q = 11 bulunur. Denge noktasi (2,11) olur. 



b) Benzer olarak, 

q - 15p + 125 - 
q + 3p - 37 = 
sisteminden q yok edilince 
18p - 162 = 

mi elde edilir. Bu denklemden p= -=5=- = 9 bulunur. 
y 18 

Bu deger q - 15p + 125 = denkleminde yerine yazihnca, ^ - 15(9) -t 
veya q = 10 bulunur. Denge noktasi (9 , 10) olur. 



Yukandaki orneklerde sadece bir tiir ticari malin pazari icin dogrusal bir model 
verildi. Aslinda birbirleriyle iligkili birden cok ticari ma' 

de bir dogrusal model yazilab in, diyelim ki, birbirleriyle ilis,kili iki ti- 

cari mal icin dogrusal bir model yazmak istiyoruz. Birinci malin fiyati p lt ikincisi- 
nin p 2 olsun. Bu mallann arz-talep fonksiyonlarmi da sirasiyla q Sl , q.d\ > <lsz > tfdz 
ile gosterelim. Parametrik olarak bu dogrusal modelled, denge kosullanm da ek- 
leyerek §6yle yazabiliriz: 



= a +aipi +a 2 pz 
- b o + b \p\ + b 2P2 



q S2 = c +cipi +c 2 p2 

qd 2 =d a + d\p\ + d 2 pi 



§imdi bu duruma bir ornek olarak, iligkili iki t 
dogrusal modellerin denge cozumlerini bulalim. 



■ I INMH 



Birbirleriyle ili§kili iki ticari mal icin arz ve talep fonksiyonlar a§agidaki 
denklemlerle veriliyor. Bu mallar icin denge fiyatlarini ve denge miktarla- 
rini bulunuz. 

1) q di = 12 - 2p 1 + p 2 2) q dl = 18 + p 1 - p 2 

Isi = -8 + 3pj q S2 = -6 + 2p 2 
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-i igin Dogrusal Bir Moc 



iki bilinmeyenli iki denklemden olu§an bu 
3 ile carpip ikinci denklem iizerinde toplarsak 



cozumu igin birinci denklemi 



14ft = 84 



Pi - 



bulunur. Boylece 3ft = 24 + ft = 24 + 6 = 30 , ft = 10 olur. §imdi bu den- 
ge fiyatlarmi her bir sistemin arz ya da talep fonksiyonlarmda yerine yazinca, her 
bir malm arz miktan talep miktanna e§it olacaktir. Yani, 

q t = 12 - 2/?j + p 2 = 12 - 2(6) + 10 = 10 
q 2 = 18 + p 1 - ft = 18 + 6 - 10 = 14 



olacaktir. Boylece denge fiyatlar p 1 = 6, p 2 = 10 ve denge miktarlan q 1 = 
q 2 = 14 olarak bulunur. 



10, 



ULLUW 



Bir malm talep fonksiyonu q d = 75 - 2p ve arz fonksiyonu <£. = -15 + 4p ola- 
rak veriliyor. Bu mal icin, 

a) talebin sifir oldugu, 

b) arzin sifir oldugu, 

c) arz ve talebin e§it oldugu 
fiyatlan belirleyiniz. 

Arz ve talep fonksi 
<?, = -5 + 3p 

olarak verilen bir malm hangi fiyati icin arz ve talep miktarlan e§it olur? Den- 
ge miktanm belirleyiniz. 
Arz-talep dogrulan, 
q s = -13 + Up 
<& = 27 - 4p 

olarak verilen bir modelin denge noktasi nedir? 
Birbirleriyle iligkili iki malm arz ve talep fonksiyonlan, 
q di = 54 - 2p 1 + p 2 q ch = 68 + 3ft - 2p 2 

'<fa = lift - 16 q sz = lift - 18 

olarak veriliyor. Her bir malm arz ve talebinin e§it miktarlarda olacagi denge 
fiyatlar var midir? Varsa denge degerleri nelerdir? 



Kendimizi Sinayahm 

1 . 2x + 3y = 1 ve -3x + ly = -8 dogru 
tasi asagidakilerden hangisidir? 

a. (-1 , 2) 

b. (2 , -1) 

c. (1 , -1) 

d. (-1 , 1) 

e. (2 , 1) 

2. 2x - 5y = 16 
-x +7y= -17 

dogrusal denklen 
den hangisidir? 

a. (18,4) 

b. (23, 6) 

c. (-4,-3) 

d. (3, 2) 

e. (3,-2) 

3. 3x + 6y = 8 
fa; + 2>> = 6 

dogrusal denklen 



(x, y) cozumu asagidakik 



6. x + y - 2z = -2 
2x - y - z = 5 

x-3y+2z = 10 

■■■...■■:: 

a. x = t 



b. x = -1 + t 

y=-3 + t 

z= t QeW 

c. x = -1 + t 

y=2t 

z= t (? e R) 

d. x=l + t 
y = -1 + t 

z= t {t e 1R) 



cozumsiiz olmasi icin & i 



e. 3 

4. -5.x + ky = -2 
15x + J =6 

dogrusal denkler 
gore, k kactir? 

a. -1 

b. -1/3 

c. 1/3 

d. 1 

e. 3 

5. 2x+ 3y- z- 1 = , -x+ 5y+ z- 14 = ve 
3x + y + 2z - 5 = 

eri verilsin. Bu duzlemlerin kesim noktasi a§agi- 
dakilerden hangisidir? 

a. (1,2,3) 

b. (-1,2, 3) 

c. (-2,1, 3) 

d. (2,3,1) 

e. (2,3, -1) 



X 1 - x, + 3x 4 = 

3x 2 - x 4 = 

dogrusal denklem sisteminin cozumii ile ilgili agagidaki 
ifadelerden hangisi dogrudur? 

a. Sistemin tek cozumu x l = x 2 = x 3 = x 4 = dir. 

b. Sistemin tek cozumu x 1 = -8 , x 2 = 1, x 3 = -10, 



4 = 31 



coklukta cozumu vardir ve bu co- 



xi =-|f, X2= ±t, Xi-- y-f, X 4 = f Ws R) 

d. Sistemin sonsuz coklukta cozumu vardir ve bu 96- 

x, = -8t , x 2 = t , x i = -lOt , x 4 = t (te R) 

e. Sistemin cozumu yoktur. 

8. x 1 + 7x 2 - 3x 3 = -40 
2xj - x 2 + x 3 = 9 
x 1 - 3x 2 + 2x 3 = 20 
dogrusal denklem sisteminin (x 1} x 2 , x 3 ) cozumu asagi- 
dakilerden hangisidir? 

a. (3,-7, -2) 

b. (1,3,2) 

c. (1,-5, 2) 

d. (-1,5, 4) 

e. (-5,2, 3) 



252 Biraz Daha Du§unelim 



9. Arz-talep fonksiyonlan, 

ft = -14 + 8p 

ft, = 105 - 9p 
denklemleriyle verilen bir malin denge fiyati ' 
miktan asagidakilerden hangisidir? 

a. p = 3 , q = 10 

b. p = 10 , q = 15 

c. p= 11 , <?= 74 

d. p = 1 1 , g = 6 



10. Arz-talep fonksiyonlan, 

4rfi = 3 - ft + ft , 4si = -4 + 5ft 
'<& 2 = 14 + ft - 3ft , & 2 = -9 + 2ft 

denklemleriyle verilen iki ticari mal icin denge fiyati v 



denge miktarlai 
= 2 



isagidakilerden hangisidir? 
ft = 5 , q 1 = 6 , # 2 = 1 
p 2 = 6 , ^ = 6 , ft = 3 
p 2 = 5 , ft = 11 , ft = 1 
p 2 = 7 , ft = 11 , ft = 5 

5 , ft = 21 , ft = 1 



Biraz Daha Diisiinelim 

1. a) 3.x - 4y=6 b) 5.x + 2j= 11 

* + 2j> = 2 4* + 3j> = 6 

dogrusal denklem sistemlerini grafik olarak cozunuz. 

2. 3jc + y = 2 - ix + 2_y = j> 
5x - y = 4 , 8x =6 

dogrusal denklem sis eger oldugunu goste- 

3. x - ly - z = 2 
x- y+2z=9 

2x+ y+ z = 3 
sisteminin cozumunu bulunuz. 

4. iki kapda bulunan %4 luk ve o9 luk tux cozeltilerin- 
den 50 litre %6 lik bir cozelti elde elmek icin her bir kap- 
dan ne kadar cozelti alinarak karistinlmahdir? 

5. Bir nehirde seyreden bir bot, once nehirin akisma ters 
yonde 6 saat yukan dogru seyrettikden sonra geriye do- 
nriyor ve 2 saatte hareket ettigi noktaya ula§iyor. Sonra 

,)gn.i 3 saat scyrcdip, tekrar yukan dogru 8 saat 
seyrettigi halde basjangic noktasma 4 km yaklagiyor. Bu 
nehirin akig hizi nedir? 




Avukat ve devlet adami olan Fermat' in bili- 
nen en Bnemli gahgmasi Fermat' in son teore- 
mi olarak bilinen " x"+y=z" (n >2) denkle- 
minin pozitif tarn sayilar ig in gozumu yoktur" 
bigiminde ifade edilen teoremdir. Bu teorem 
igi n Fermat, okudugu bir kitabm kenarma §u 
notu yazmishr: "Ben bu teoremin gergekten 
gok giizel bir kanitim yaptim, fakat bu sayfa- 
nm dar kenarma sigmaz." Oysa bu teoremin 
kamti matematikcjleri yaklasik 350 yil ugras- 
tirmishr. 



